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Sea la acción

S[x] =
∫ t2

t1
−mc2

√
1− ẋ2

c2 dt

Y sea la transformación

ct′ = γ(ct− βx) x′ = γ(−βct+ x) (1)

Con γ = 1√
1−β2

y β = v
c

1. Demostrar que la transformación deja invariante
la acción.

Tenemos que demostrar que S[x′(t′)] = S[x(t)]

S[x′] =
∫ t′2

t′1

−mc2

√
1− ẋ′2

c2 dt′ (2)

Primero tenemos que calcular ẋ′:

ẋ′ = dx′
dt′ = ∂x′

∂x

dx
dt′ + ∂x′

∂t

dt
dt′ = ∂x′

∂x

(
dt′
dx

)−1

+ ∂x′

∂t

(
dt′
dt

)−1

(3)

= ∂x′

∂x

(
∂t′

∂t

dt
dx + ∂t′

∂x

)−1

+ ∂x′

∂t

(
∂t′

∂t
+ ∂t′

∂x

dx
dt

)−1

(4)

= γ

(
γ

ẋ
− γβ

c

)−1

− βγc
(
γ − βγ

c
ẋ

)−1

= ẋc

c− βẋ
− βc c

c− βẋ
= ẋ− βc

1− βẋ
c

(5)

Y
dt′ = ∂t′

∂t
dt+ ∂t′

∂x
dx =

(
∂t′

∂t
+ ∂t′

∂x
ẋ

)
dt = γ

c
(c− βẋ) dt (6)

Entonces,
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S[x′] =
∫ t2

t1
−mγc

√√√√1−
(
ẋ− βc
c− βẋ

)2

(c− βẋ) dt (7)

=
∫ t2

t1
−mγc

√
(c− βẋ)2 − (ẋ− βc)2 dt =

∫ t2

t1
−mγc

√
(1− β2) (c2 − ẋ2) dt (8)

=
∫ t2

t1
−mc2γ

√
1− β2

√
1− ẋ2

c2 dt =
∫ t2

t1
−mc2

√
1− ẋ2

c2 dt = S[x] (9)

Donde al final he usado que γ
√

1− β2 = 1, demostrando que la acción es, en efecto,
invariante bajo esas transformaciones.

2. Encontrar las transformaciones infinitesimales
Primero tenemos que notar que el parámetro que genera las transformaciones, tal como

ha dicho Javier en el vídeo, es V . Las transformaciones infinitesimales serán, por lo tanto,
las que cumplen que V � c, en este caso β � 1 y tenemos que

γ =
(
1− β2

)− 1
2 = 1 +O

(
β2
)

(10)

Por lo tanto

ct′ =
(
1 +O

(
β2
))

(ct− βx) = ct− βx+O
(
β2
)

=⇒ δt = −βx
c

(11)

x′ =
(
1 +O

(
β2
))

(−βct+ x) = x− βct+O
(
β2
)

=⇒ δx = −βct (12)

Finalmente, para calcular la variación δẋ lo que tenemos que calcular es

δẋ = dδx
dt = −βc (13)
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